Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI Devoir a la maison a rendre le mercredi 20 décembre 2023

DES PUISSANCES QUI FONT PSCHITT

Pour calculer une puissance d’entier comme 3°°2 modulo 11, on commencer par chercher un entier k € N*, petit si possible,
pour lequel 3X = 1 [11]. Le petit théoréme de Fermat garantit que I'entier k = 10 convient, mais il en existe peut-étre de plus
petits. En Poccurrence, ici, le plus petit entier possible est k = 5. A partir de 13, on calcule le reste de la division euclidienne
de 561 par5: 562=2[5], puison conclutainsi: 3°2=32=9[11].

On se propose dans ce devoir d’explorer un peu le monde de ces puissances qui font pschitt et d’en donner quelques appli-

cations.

1) Ordre d’un entier modulo un autre entier : Soient b € N* et a € Z premiers entre eux.
On pose E = {k eN*| di=1 [b]}.

a) Montrer que E posséde un plus petit élément e appelé 'ordre de a modulo b. On pourra s’intéresser pour tout
k € N* au reste de la division euclidienne de a* par b.

b) Montrer que E = eN*.

¢) Montrer que si b est un nombre premier, alors e divise b — 1.
En résumé, I'ordre de a modulo b divise tout entier k € N pour lequel ak =1 [b].
2) Exemples : Calculer 'ordre de 2 modulo 7 et celui de 5 modulo 13.

3) Premiere application : On veut résoudre I'équation diophantienne 3™ — 2" = 1 d’inconnue (m, n) € N? notée %.
a) Déterminer toutes les solutions d’% pour lesquelles n < 3.
A présent, soit (m,n) un couple solution d’s pour lequel n > 4.
b) Calculer 'ordre de 3 modulo 16. Qu’en déduit-on sur m?

¢) Conclure en raisonnant modulo 5.

4) Deuxiéme application : On souhaite montrer qu'un entier n supérieur a 2 ne divise jamais 2" — 1.

Raisonnant par I'absurde, on se donne un entier n = 2 qui divise 2" — 1. On note p le plus petit diviseur premier de n
et e 'ordre de 2 modulo p.

Montrer que e = 1, puis conclure.

5) Troisiéme application : Soit p un nombre premier fixé. On pose x, = 2°" — 1 pour tout n € N.

a) Montrer que pour toutne€N: x,=1[p].
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b) Montrer que pour tout n € N, x,, divise x,,; et: ml = p [x,].

Xj+1 . " .

c) Montrer que x; A =1 pour tous i, j € N pour lesquels i < j.
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d) Montrer que pour tout n € N et tout diviseur d # 1 de ntl

, Pordre de 2 modulo d vaut p™*?.
n
e) En déduire que pour tout n € N*, il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo p".



